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Abstract

A numerical study of nonlinear coherent radial electron-ion dipole
oscillations of an electron-ion ring is made. In contrast to an
analytical treatment, the numerical approach presented below allows
a more realistic nonlinear force law for the collective electron-
ion interaction to be-included and the time dependence of the mag-
netic field index and other parameters to be taken into account.
For sufficiently small initial disturbances for constant parameters
and in the parameter regime where the linear theory of Koshkarev
and Zenkevich predicts stability the numerical results are in good
agreement with the linear theory. In the linear instability regime,
however, the nonlinear force leads to a beating effect instead of
exponential growth. The maximum electron amplitudes may become com-
parable with and the maximum ion amplitudes appreciably larger than
the minor ring dimension in this case. If the parameters change
with time in such a way that the linear instability regime is
crossed, a continuous growth of oscillation amplitudes is observed
even beyond this regime. In this case, too, the ion amplitudes

become appreciably larger than the electron amplitudes.
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1. Einleitung

Kohidrente radiale Elektronen-Ionen Schwingungen im Elektronen-
Ionen-Ring eines Elektronenring-Beschleunigers kdnnen experi-
mentell beobachtet werden /1/ und ihre lineare Theorie ist be-
kannt /2 /. Die gemessenen kohdrenten Schwingungsamplituden der
Elektronen kdnnen die GrdBenordnung der kleinen radialen Ring-
halbachse erreichen /3 /. Da die kohdrente Ablenkung der Ionen

in manchen Fdllen oder zeitweise genau in Gegenphase zur kohd-
renten Elektronenauslenkung erfolgt, kann der azimutal lokale
Ionenschwerpunkt momentan um mehr als den radialen kleinen Ring-
halbmesser gegen den entsprechenden Elektronenschwerpunkt ver-
setzt sein. Bei solchen Auslenkungen verlduft die effektive
Wechselwirkungskraft zwischen dem azimutal lokalen Elektronen-
und Ionenschwerpunkt stark nichtlinear. Flir kleinere Schwerpunkts-
abstidnde indert sich die Kraft proportional, fiir grdBere Abstdnde
anndhernd umgekehrt proportional mit dem Abstand. Bei geniigend
groBer Elektronen- und Ionenzahl im Ring diirfte diese Art der
Nichtlinearitdt gegeniiber anderen Nichtlinearitdten, wie z.B.
der Abhingigkeit des magnetischen Feldindex von der GrdSe der
radialen Elektronenauslenkung dominant sein. Dies rechtfertigt
zum Teil die hier mehr oder weniger isoliert von anderen Nicht-
linearititen durchgefiihrte Untersuchung der Nichtlinearitédt der

Elektronen-Ionen Wechselwirkung.

Eine analytische Untersuchung der Auswirkung einer nichtlinearen
Elektronen-Ionen-Wechselwirkung wurde in /4/ durchgefiihrt. Das
zugrunde liegende Ring-Modell entspricht weitgehend dem hier ver-
wendeten. Der Unterschied besteht in verschiedenen Annahmen fir
den nichtlinearen Anteil der Wechselwirkungskraft. Diese wird in
/4/ proportional zu x - px3 angesetzt. Dabei ist x der momentane
Abstand des Elektronenschwerpunktes vom Ionenschwerpunkt am
gleichen Azimut und p eine Konstante. Aus analytischen Griinden
muB dabei |px3| << |x| angenommen werden. Der Giiltigkeitsbereich
der dort erhaltenen Ergebnisse ist daher auf Schwingungsamplituden

begrenzt, die klein sein miissen gegen den kleinen Ring-Halbmesser.




In vorliegendem Bericht wird eine nichtlineare Wechselwirkungs-
kraft proportional zu x/(1+(x/a)2)angenommen. Dabei ist a von

der GrdBenordnung des kleinen radialen Ring-Halbmessers. Von der
numerischen Rechnung her sind hier keine Beschrdnkungen auf klei-
ne x-Werte erforderlich. Die Elektronenauslenkung muB allerdings
als geniigend klein gegen den groB8en Ringradius R vorausgesetzt
werden, da wie in /2/ und /4/ angenommen wird, daB die Elektronen
in Bezug auf den Gleichgewichts-Ringmittelpunkt mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit umlaufen. Zu groBe Kollektivauslenkungen
wirden sonst unrealistischen Momentanwerten der Elektronen-
Umlaufgeschwindigkeit entsprechen. Zu beriicksichtigen ist auch,
daB das verwendete Ring-Modell ebenso wie in /4 /die durch
Streuung der Einzelteilchen-Betatronfrequenzen verursachte
Landau-Ddmpfung nicht in Betracht zieht. In Wirklichkeit hat man
eine Streuung der Einzelteilchenfrequenzen sowohl auf Grund der
Energiestreuung der Elektronen als auch wegen der nichtlinearen
Abhidngigkeit von den individuellen Amplituden. Die nachfolgend
gezeigten Ergebnisse miissen unter ausreichender Bewertung dieser

Vorbehalte gesehen werden.

2. Ausgangsgleichungen

Die Ausgangsgleichungen fiir das vorliegende Ring-Modell erhdlt
man aus /2/, /4/ oder /5/, indem man die lineare Wechselwirkungs-
kraft durch den oben erwdhnten nichtlinearen Ausdruck ersetzt.
Nachfolgend werden weitgehend die in /5/ benilitzten Bezeichnungen
verwendet. Da im Gegensatz zu /5/ kein azimutales Magnetfeld und
nur radiale Kollektivauslenkungen angenommen werden, erhdlt man

aus den in /5/ angegebenen Gleichungen:

2 2 2 2 9.9 82,2, <
d%x /at” + w_vix, + 0 07 (x x;)/ (I+(x =%4) /a®) =0 (1)
2 2 2.2 2,2 _
d xi/dt + wceQi(xi—xe)/(1+(xi-xe) /a’) =0 (2)
wobei
_ (9/3t + w__ 3/9¢ flir Elektronen :
d/dt. = {B/Bt ce fiir Ionen (3)




Q% = k1NiZR/Ya(a+b); k1 = 2re/ﬂ ='1.'80 x 10-13 cm (4)
Q2 = k.N ZR/Aa(a+b); k. = 2r /18367 = 9.78 x 10_17 cmeo=(5)
i i'e . i e £

In den angeschriebenen Gleichungen sind XS xe(¢,t) bzw.

X, = xi(¢,t) die vom Ringazimut ¢ und der Zeit t abhdngigen ra-
dialen Auslenkungen des lokalen Elektronen- bzw. Ionenschwer-
punktes aus der Gleichgewichtslage, Wog die mittlere Elektronen-
umlauffrequenz, a bzw. b der radiale bzw. axiale kleine Ring-
Halbmesser, Ne bzw. Ni die gesamte Elektronen- bzw. Ionenzahl im
Ring, Z die Ladungszahl der Ionen, R der mittlere groBe Ring-
radius, y der rel. Faktor der Elektronen, A das Atomgewicht der
Ionen und ry der klassische Elektronenradius. Die Frequenz
wce(1-vr) ist die Torkelfrequenz des Elektronenringes bei Abwe-
senheit von Ionen. Der zugeordnete Wert n = 1-v§ wird nachfolgend
als 'effektiver Feldindex' oder einfach als 'Feldindex' bezeichnet.

GemdB (3) wird filir die Elektronen d¢/dt = w const, flir die

ce
Ionen d¢/dt = O vorausgesetzt. Der Einfachheit halber wurde in

(1) bis (5) die gleiche GroBe a verwendet, was im Rahmen des be-
nlitzten Ringmodells hinreichend zutrifft. Zur Vereinfachung werden

folgende normierte GroBen eingefiihrt:

u(¢,t) = Xe(¢lt)/a (6)

v($,T) = x;(¢,t)/a (7)

T = wce-t (8)
u =1 bzw. v = 1 entspricht somit einer Auslenkung um a, T = 2T

der Zeit fir einen vollen Elektronenumlauf.

Mit (6,7,8) erhdlt man anstelle von (1) und (2) nach Division
durch aw 2:
ce

i+ viu 4 Qf(u-v)/(1+(u-v)2) =0 (9)
v - Qi(u-v)/(1+(u—v)2) -0 (10)
wobei

9/01T + 3/9¢ bei Anwendung auf u (11)

(") = d/dt = {a/aT bei Anwendung auf v (12)




Die nichtlinearen Gleichungen (9,10) wurden mit zwei verschiede-
nen Methoden geldst. Die erste Methode basiert auf einer Fourier-
entwicklung von u und v mit zeitabhdngigen Koeffizienten. Die
Gleichungen (9,10) werden dabei in ein Differentialgleichungs-
system fiir diese Koeffizienten umgewandelt. Dieses System kann
durch Anwendung vorprogrammierter Integrationsroutinen numerisch
nach T integriert werden. Die zweite Methode basiert auf einem
Predictor-Corrector-Verfahren, mit dem die Gleichungen (9,10)

direkt, d.h. ohne vorherige Umformung integriert werden konnen.

Die Ergebnisse beider Methoden wurden in einigen Fdllen miteinan-
der vergleichen, wobei sich eine befriedigende Ubereinstimmung
ergab. Da die erste Methode wegen der bei jedem Rechenschritt
notwendigen Fourier-Zerlegung die ldngeren Rechenzeiten ergab,
wurden die hernach gezeigten Auswertungsergebnisse nach der
zweiten Methode berechnet. Die erste Methode wird der Vollstdndig-
keit halber im Anhang 1 skizziert. Die zweite flir die Auswertungen

beniitzte Methode wird im Anhang 2 beschrieben.

3. Diskussion von Auswertungsergebnissen

Ergebnisse der numersichen Auswertung von (9,10) bzw. (33,34)
sind in Fig.3 bis Fig.29 fiir verschiedene Parameterkombinationen
dargestellt. Fig.2 zeigt den Bezug dieser Parameterkombinationen
zum Instabilitdtsdiagramm /5/ der linearen Elektronen-Ionen Reso-
nanz. Die in Kreisen angegebenen Zahlen verweisen auf die Nummer
der betreffenden nachfolgenden Figur, in der das betreffende Aus-
wertungsergebnis dargestellt ist.

Die Darstellung der numerisch berechneten normierten Schwerpunkt-
auslenkungen u(¢,t) bzw. v(¢,t) flir die Elektronen bzw. Ionen
wurde auf die Wiedergabe von u(O,t) und v(0,T) beschrdnkt, was
der Betrachtung der Elektronen-Ionen Schwingungen bei festem
Azimut entspricht. Diese Einschrdnkung bedeutet keinen wesent-
lichen Informationsverlust, da u und v bei gegebenem festen Tt

nur mehr oder weniger sinusfdrmige Kurven sind, dhnlich wie in

Fig.1 skizziert. Da diese Kurven sich bei Anderung von T in azi-




mutaler Richtung verschieben, im iibrigen aber ihre Gestalt in
der fiir einen Elektronenumlauf bendtigten Zeit nur wenig d&dndern,
wird ihre zeitabhidngige Form und Phasenlage auch in der gewdhlten
nur zeitaufgel®dsten Darstellung geniigend sichtbar. Als Abszisse
ist die Zeit durch Angabe der Elektronenumldufe, (wobei T = 2m mal
Zahl der Uml&ufe, t = mce°T) auf der Ordinate sind die gem&B
(6,7) normierten Schwerpunktauslenkungen u(O,t) (ausgezogene
Kurven) und v(0,t) (gestrichelte Kurven) aufgetragen. Von den
eingetragenen Parametern bezeichnen X bzw. Y die zugehdrigen Abs-
zissen- bzw. Ordinatenwerte im Instabilitdtsdiagramm Fig.2,

N(=n) bezeichnet den Feldindex und Ao den Startwert u(0,0) bzw.
die gemdB (6) normierte anfédngliche kollektive Maximalauslenkung
der Elektronen. Bei Fidllen mit zeitabhdngigen Parametern (ab
Fig.22) beziehen sich X bis Ao auf den Anfangszeitpunkt T = O.

In diesen Fillen erscheint die betreffende Fig.Nr. in Fig.2 je-
weils zweimal; einmal mit dem Index a (= Anfang des Ubergangs)
und dem Index e (= Ende). Der Ubergang ist strichpunktiert einge-
zeichnet. Die Beschriftung "Nichtlineare Kopplung" bzw. "Lineare
Kopplung" bezieht sich auf die Wechselwirkungsterme in (9,10).

Im ersten Fall wird, wie in (9,10) angegeben, filir den Kopplungs-
term der nichtlineare Ausdruck (u-v)/(1+(u—v)2) im zweiten Fall

nur der lineare Ausdruck u-v verwendet.

Nachfolgend werden die verschiedenen Abbildungen, soweit erfor-

derlich, genauer erldutert.

Fig.1 (im Text):

Begleittext in Abschnitt 6.

Fig.2:

Text am Anfang dieses Abschnitts.

Fig.3:
zZum Vergleich mit der linearen Theorie wurde die Wechselwirkungs-

kraft hier linear angenommen und eine Parameterkombination gewdhlt,
die der Mitte des Instabilitidtsbereichs der linearen Elektronen-

| i



Ionen Resonanz entspricht (vgl. Fig.2). Man erhélt das erwartete
instabile Anwachsen von u(O,1) (Elektronen, ausgezogene Linie)

und v(0,t) (Ionen, gestrichelte Linie) aus der Anfangsstdrung
heraus. Wie man sieht, reagieren die anfangs kollektiv in Ruhe
befindlichen Ionen relativ schnell auf die kohédrente Stdérung der
Elektronen. Bereits nach wenigen Kollektivschwingungen stellt
sich annihernd die nach der Theorie zu erwartende 90°-Phasen-
nacheilung der Ionenschwingung gegeniiber der Elektronenschwingung

ein.

Fig.4:

Der gleiche Fall (mit linearer Wechselwirkung) wie in Fig.3 ist
hier fiir einen grdBeren Zeitraum dargestellt. Die 90°-Phasen-
nacheilung der Ionen bleibt iiber den weiteren Verlauf der
Schwingung ziemlich genau erhalten. Der rechte Teil der Figur,
obgleich wegen der erreichten Amplitude praktisch unrealistisch,
kann zum quantitativen Vergleich mit der linearen Theorie beniitzt
werden.

Die Wellenldnge, die Anwachsrate und das Verhdltnis der Ionen zur
Elektronenamplitude muB hier der aus der linearen Theorie bekann-
ten instabilen m = 1 Mode entsprechen. Flr die instabile m = 1

Mode muB nach der linearen Theorie gelten:

u(o, 1) Au°exp(wit)cos(wrt+6) (13)

v(O,T)

T
AV-exp(wit)cos(mrt+6—5) (14)

mit konstanten Parametern Au’ Wyr Wos § und Av; wobei t = T/wc

3 e’
Dabei sind W, bzw. Wy der Real- bzw. Imagindrteil der komplexen

Schwingungsfrequenz (ndheres vgl. A SY >

Aus der linearen Theorie ergibt sich filir die Mitte des Instabili-
titsbereichs auBerdem /7/:

AV/Au = 1/(2wi/wr) (15)

Die Bedingungen filir Wy und w,. sind dabei aus Fig.2 zu entnehmen.



Flir die Berechnung der theoretischen Werte entnimmt man aus den

Parameterangaben in Fig.4:
X'="1,¥Y = 0.:7;“h="0.03 “tdh. V. = 0.98489) (16)

Dazu liest man aus Fig.2 fiir den Punkt X,Y ab:

£
Il

O.98-wce(1—vr) (17)

€
|

= 0.156'(»r (18)

Es sei Nh die Zahl der Elektronenumldufe pro Halbwelle, LN bzw.

th die zugehbrigen Zeitintervalle (d.h. wrth = m). Wegen
th = Th/wce' T, = 2'rrNh (vgl. (9) und Folgetext) erhdlt man aus
wrth =T

Nh = 1/(0.98(1—vr)-2) = 33.8 (33.4) (19)

Der aus dem Kurvenverlauf in Fig.4 direkt ermittelte Vergleichs-
wert ist in (19,20,21) in Klammern beigefligt. Flir den Faktor der

Amplitudenzunahme wdhrend Nh Elektronenumldufen erhdlt man:

(Elektr.: 1.62)

(Ionen: 1.64) (20)

exp(0.156xo.98X(1—vr)X2NXNh)= 1.60
und fiir das Verhdltnis (15) der Ionenamplitude zur Elektronen-
amplitude erhdlt man mit (17)

AV/Au = 1/(2x0.156) = 3.21 (3.20) (21)

Die Ergebnisse (19) bis (21) zeigen, daB zwischen den aus der
linearen Theorie erhaltenen Werten und dem numerischen Resultat
innerhalb der Ablsesgenauigkeit gute Ubereinstimmung besteht.

Eig.5:
Hier ist der gleiche Fall wie in Fig.4 iber einem gr&Beren Zeit-
bereich dargestellt, jedoch mit nichtlinearer Wechselwirkung.

Dieser Fall ist als Beispiel auch in /3/ abgebildet. Durch Ver-
gleich mit Fig.4 erkennt man die durch nichtlineare Effekte be-




wirkte Begrenzung der Amplituden, sobald diese die Gr&Benordnung
der kleinen radialen Ringhalbachse erreichen. Man sieht aus
Fig.5, daB etwa vom 120.ten Elektronenumlauf an die vorher be-
reits bestehende 90o—Phasennacheilung der Ionen gegeniiber den
Elektronen allmdhlich in eine 1800—Phasennacheilung ibergeht,
wobei gleichzeitig das Amplitudenmaximum erreicht wird. Der re-
lative Phasenunterschied vergrdBert sich anschlieBend weiter bis
auf 2700, was einer 9OO-Phasenvoreilung der Ionen entspricht.
Gleichzeitig erfolgt eine Abnahme der Schwingungsamplituden.

Nach insgesamt etwa 350 Elektronenuml&dufen erh&lt man anndhernd
die Startbedingungen, und der beschriebene Vorgang wiederholt
sich mit geringen Modifikationen erneut. Das resultierende Schwe-
bungsph&nomen kann in gewisser Hinsicht auch folgendermaBen von
der linearen Theorie her betrachtet werden. Bei kleinen Amplitu-
den widchst zundchst die instabile m = 1 Mode aus dem Gemisch der
iibrigen Moden heraus und dominiert. Charakteristisch fir diese
Mode ist die erwdhnte 90o—Phasennacheilung der Ionen. Die nach
der einfachen linearen Theorie ebenfalls mdgliche geddmpfte Mode
mit 9OO—Phasenvoreilung der Ionen (sie entspricht der konjugiert
komplexen LOsung der Dispersionsgleichung) tritt zundchst nicht
in Erscheinung. Beim Erreichen h8herer Kollektivschwingungsampli-
tuden bzw., wenn nichtlineare Effekte spriibar werden (d.h. wenn
die Bedingung (u-v)?<<1 nicht mehr ausreichend zutriffﬂ, ernied-
rigen sich in (9,10) die fiir die Kollektivschwingungsdauer der
Elektronen und Ionen maBgebenden 'Effektivwerte' von Q%/(1+(u—v))2
und Q;/(1+(u+v)2). Als Folge davon nimmt bei h&heren Amplituden
die Kollektivschwingungsdauer der Elektronen und hauptsdchlich
der Ionen zu. Diese Zunahme ist im experimentell relevanten Para-
meterbereich fiir Ionen grdBer als flir Elektronen, da fiir letztere
der konstant vorausgesetzte Wert von Y fiir die Schwingungsdauer
mitbestimmend ist, sobald 1 - v_ 2 Qﬁ/2vr. Das hat die er-

wihnte VergrdBerung des Phasenwinkels zwischen der kohdrenten
Ionenschwingung und der kohdrenten Elektronenschwingung zur Folge.
Die urspriinglich instabile Mode wird dadurch allmdhlich in die
geddmpfte Mode umgewandelt, was wieder zur Abnahme der Schwin-
gungsamplituden fiihrt. Da nach der Riickkehr zu kleinen Amplituden
die Phasenrelation nicht exakt der geddmpften Mode entspricht und
stets auch noch eine gewisse Rest-Nichtlinearitdt zur Neubildung




von Anteilen der instabilen Schwingungsmode beitrdgt, wiederholt
sich der beschriebene Vorgang mit etwas anderen Anfangsbedingun-
gen erneut, usw.

Fig.6:

Der Vergleich von Fig.6 mit Fig.5 zeigt den EinfluB der Anfangs-
stdérung. Bei sonst gleichen Parametern wurde Ao in Fig.6 nur halb
so groB gewdhlt wie in Fig.5. Man sieht, daB im wesentlichen das
gleiche Schwebungsbild wie in Fig.5 entsteht, jedoch mit etwas
verldngerten Schwebungsperioden. Die erreichten Maximalamplituden
sind etwa die gleichen wie in Fig.5. Es f&dllt auch auf, daB die
Elektronenamplitude im Schwebungsminimum ziemlich genau wieder
auf das MaB der Anfangsstdrung zuriickfdllt, wie dies auch bei
Fig.5 der Fall war. Die Zahl N2 der Elektronenuml&ufe, um die
sich die Schwebungsperiode in Fig.6 gegeniiber Fig.5 vergr&Bert
hat, 148t sich zum Vergleich absch&dtzen. Sie muB8 wegen der klei-
neren Anfangsstdrung etwa der Zeit entsprechen, die bendtigt
wird, damit sich die Amplitude (im linearen Regime) um 2mal den
Faktor 2 &ndert. Aus (20) erhdlt man (indem man dort sinngemdB

Nh durch N2 und 1.60 durch 4 ersetzt):

N, = ln4/(0.156XO.9SX(1-vr)X2ﬂ) = 96 (101) (22)
In Klammern steht der aus Fig.5 und 6 direkt erhaltene Wert. Die
Dauer der Schwebungsperiode ist daher u.a. ziemlich eindeutig

durch die GréBe der Anfangsstdrung mit determiniert.

Fig.7:

Der Vergleich mit Fig.5 zeigt den EinfluB des Feldindex. Bei sonst
unverinderten Parametern wurde der Feldindex hier halb so groB

wie in Fig.5 gewdhlt. Die Kollektivschwingungsdauer ist hier, wie
zu erwarten, doppelt so groB wie in Fig.5. Wie man sich uber-
zeugt, ist auch die Zeit bis zum Erreichen des Schwebungsmaximums
ziemlich genau doppelt so groB, d.h. die bendtigte Zahl von Kol-
lektivschwingungen bis zum Erreichen des Schwebungsmaximums hédngt,
wenigstens im gezeigten Fall, nur wenig vom Feldindex ab. Wie man
sich weiter iiberzeugt, gilt dasselbe offenbar auch fiir die GrdBe

des Schwebungsmaximums.




Fig.8:

Die Parameter wurden wie in Fig.4 gewdhlt, mit Ausnahme von X,
das in den stabilen Bereich nahe der linken Grenze des Instabi-
litdtsgebietes verlegt wurde (vgl. Fig.2). Die Kopplung ist
linear, wie in Fig.4. Man sieht, daB wegen des dicht benachbar-
ten Instabilitdtsgebietes bereits eine groBe Empfindlichkeit
gegen Anfangsstdrungen besteht. Die Schwingungen wachsen aber
nicht exponentiell an, wie in Fig.4. Es werden statt dessen
Schwebungen angeregt mit einer dem nichtlinearen Fall der Fig.5
sehr dhnlichen Relation zwischen Amplituden und Phasen. Das
kdnnte bedeuten, daB man die nichtlinearen Schwingungen eventuell
in guter Ndherung als lineare Schwingungen mit gegeniiber Q1 und
Qi verkleinerten Effektivwerten von Q1 und Qi auffassen kann,
was bei Fig.5 bereits angedeutet wurde und durch nachfolgende
Ergebnisse ebenfalls nahegelegt wird (vgl. Test zu Fig.11).

Fig.9:

Gleicher Fall wie Fig.8, jedoch mit nichtlinearer Kopplung. Der
Unterschied zu Fig.8 ist, wie zu erwarten, ziemlich gering, da
die Maximalamplituden auch im linearen Fall (Fig.8) nicht beson-
ders groB sind (und damit in (9,10) die Bedingung (u-v) 2<<1 fiir
lineares Verhalten noch relativ gut erfiillt ist. Dies gilt (bei
geniigend kleiner Anfangsstdrung!) im stabilen Gebiet der Fig.2
generell, besonders in grdBerer Entfernung vom Rand des Instabi-
litdtsgebietes.

Fig.10:

Zum Vergleich mit Fig.4 bzw. Fig.8. Alle Parameter mit Ausnahme
von X stimmen mit den entsprechenden Parametern der genannten
Figuren iiberein. Der Wert von X entspricht Jjetzt im Gegensatz zu
Fig.8 éinem Punkt auf der anderen Seite des linearen Instabilitdts-
gebietes in Fig.2. Die Schwingungen sind wieder stabil, wie zu
erwarten. Die mittlere Phasenverschiebung zwischen der kollektiven
Ionen- und Elektronenschwingung liegt schon nahe bei 0° wie jeden-

falls im linearen Fall fiir X >> 1 zu erwarten.




Fig.11:

Gleicher Fall wie Fig.10, jedoch mit nichtlinearer Kopplung. An-
ders als im entsprechenden Punkt auf der linken Seite des Insta-
bilitdtsgebietes (vgl.Fig.8,9) ist hier der Unterschied zwischen
nichtlinearer und linearer Kopplung erheblich. Im nichtlinearen
Fall erhilt man im dargestellten Zeitbereich instabil anwachsende
Schwingungen, obwohl der Punkt X,Y bereits im linear stabilen Ge-
biet liegt. Das Anwachsen der Schwingungen im nichtlinearen Fall
kann hier damit erkldrt werden, daB der nichtlineare Wechsel-
wirkungsterm Q;(u—v)/(1+(u-v)2) in G1.10 in erster Ndherung wie
ein linearer Wechelwirkungsterm Q;eff(u—v) mit Qieff = const < Qi
aufgefaBt werden kann (dhnliches gilt fir Q1). Wenn Qi’ wie im
hier gewdhlten Bespiel, einer X-Position knapp rechts vom rechten
Rand des Instabilitidtsgebietes der Fig.2 entspricht, kann somit
Xeff = Qieff/(1—vr) noch im Instabilitdtsgebiet liegen. Da Qieff’
und damit auch Xeff’ bei wachsenden Schwingungsamplituden weiter
abnimmt (Xeff < X), setzt instabiles Verhalten ein und verstdrkt
sich anfdnglich sogar, sobald die Anfangsamplituden in einem
solchen Fall einen bestimmten Schwellenwert iiberschreiten (im hier
gewdhlten Beispiel wird dieser Schwellenwert offensichtlich be-
reits bei AO=O.1 iiberschritten) . Wegen Xeff < X erkldrt dies auch,
warum am linken Rand des Instabilit&dtsgebietes kein derartiger
Effekt auftritt. Die Tatsache, daB bei endlichen Schwingungsampli-
tuden Xeff < X gilt, kann mdglicherweise zu einer effektiven Ver-
breiterung der rechten Hdlfte des Instabilitdtsgebietes fiihren,
wenn dieses beim tibergang von der Kompression zum spill-out ge-
niigend langsam von links nach rechts durchlaufen wird. Der beschrie-
bene Mechanismus k&nnte dabei ein 'Hd&ngenbleiben' in einem (nicht-
linear begrenzten) instabilen Schwingungszustand bewirken, was zur
Folge hdtte, daB die Schwingungsamplituden auch nach dem Uber-
schreiten der rechten Grenze des linearen Instabilitédtsgebietes
der Fig.2 relativ groBe Werte beibehalten oder sogar weiter zuneh-
men. Bei Fidllen mit zeitabhd&ngigen Parametern wurde dieser Effekt
in der Tat beobachtet (vgl.ab Fig.22).




Fig.12, 13:

Im Vergleich zu Fig.8,9 befindet sich der Punkt X,Y in Fig.2
jetzt noch weiter links vom Instabilitétsgebiet.'Wie schon bei
Fig.8,9 festgestellt wurde, und auch hier zu erwarten ist, be-
steht auf Grund der kleinen Maximalauslenkung praktisch kein
Unterschied zwischen linearer und nichtlinearer Kopplung. Das
Schwingungsbild kann von der linearen Theorie her verstanden
werden. Das relativ gleichmdBige Schwingungsbild der Elektronen
entsteht dadurch, daB letztere hauptsdchlich an das Magnetfeld
gebunden sind und von den Ionen nur relativ wenig beeinfluBt
werden. Das Umgekehrte ist filir die Ionen der Fall. Ihre Bewegung
wird ausschlieBlich durch die von den Elektronen verursachte
Potentialmulde und deren Bewegung beeinfluB8t. Das Schwingungs-
bild der Ionen entsteht demnach weitgehend durch lineare Super-
position eines von der kollektiven Elektronenbewegung erzwunge-
nen Anteils, der anndhernd mit der ungestdOrten Kollektivfrequenz
1- V2 der Elektronen schwingt und eines freien Anteils, der an-
nahernd mit der Frequenz Q der Ionen im kollektiv ungestdrten
Elektronenring oszilliert. Da fir das Verhdltnis Ql/(1 V. ) im
vorliegenden Fall die einfache rationale Zahl 1/2 gewéhlt wurde,
ist das Schwingungsbild der Ionen angendhert periodisch. Abwei-
chungen von der exakten Periodizitdt beruhen hauptsdchlich auf
der nicht vollstdndig verschwindenden Riickwirkung der Ionen auf
die Elektronen. Wie man sich durch Vergleich von Fig.15 mit Fig.
16 iiberzeugt, beeinflussen nichtlineare Effekte diese Abweichun-
gen im vorliegenden Fall nur wenig. Die Phasenlage und das Ampli-
tudenverhdltnis des erzwungenen Anteils der Ionenschwingung zur
'treibenden' Elektronenschwingung entspricht dem bei Koppel-
schwingungen zu erwartenden Ergebnis. Da die treibende Frequenz
1-v im vorliegenden Fall relativ weit oberhalb der Resonanzfre-
quenz Q des 'angetriebenen' Ionen-Oszillators liegt, ist die
Phasenverschlebung schon anndhernd 180° und das Amplitudenverhdlt-
nis (Ionen zu Elektronen) im Vergleich zum Resonanzfall (Fig.4,5)
bereits umgekehrt (im Grenzfall Q. /(1 V )+O wirde man genau 180°
als Phasenverschiebung und O fir das Amplltudenverhaltnls erhalten.




Fig.14, 15:

Im Vergleich zu Fig.10,11 befindet sich der Punkt X,Y in Fig.2
jetzt noch weiter rechts vom Instabilitétsgebiet.'Der bei Fig.11
erwihnte Schwellenwert wird bei Fig.15 nicht mehr erreicht. Als
Folge davon besteht zwischen linearer und nichtlinearer Kopplung
jetzt die zu erwartende weitgehende Ubereinstimmung, ebenso wie
dies auf der entsprechenden anderen Seite des Instabilitdtsge-
bietes (Fig.12,13) der Fall ist. Das Schwingungsbild ist analog
der zu Fig.12,13 gegebenen Erkldrung von der linearen Theorie her
erklirbar. Aus dem dort genannten Grund verlduft die Elektronen-
schwingung weitgehend ungestdrt, und die Ionenschwingung besteht
im wesentlichen wieder aus einem 'erzwungenen' und einem 'freien'
Anteil. Wiahrend in Fig.12,13 der erzwungene Anteil mit der groBe-
ren Frequenz oszilliert, schwingt dieser Anteil hier mit der
kleineren Frequenz. Obwohl hier wie dort das Verhdltnis QiA1—vr)
eine einfache rationale Zahl ist, scheint der EinfluB der Ionen-
riickwirkung hier etwas stédrker zu sein, da die Periodizitdt der
Ionenschwingung hier weniger gut angendhert ist'als iniFig.12;13.
Die Phasenverschiebung des erzwungenen Anteils der Ionenschwin-
gung gegen die 'treibende' Elektronenschwingung liegt schon sehr
nahe bei Oo, da die treibende Frequenz (1—vr) hier relativ weit
unterhalb der Resonanzfrequenz Qi des angetriebenen (lonen-)
Oszillators liegt. Das Amplitudenverhdltnis (Ionen zu Elektronen)
ist bereits erheblich kleiner als im Resonanzfall (vgl.Fig.4,5;
im Grenzfall Qi/(1-vr)+w wirde man hier Oo fiir die Phasenverschie-

bung und 1 fir das Amplitudenverhdltnis erhalten) .

Fig.16:

Der Punkt X,Y in Fig.2 befindet sich jetzt noch weiter rechts vom
Instabilititsgebiet als in Fig.14,15 und Qi/(1-vr) ist hier kein
einfaches Zahlenverhidltnis. Es wird nur der nichtlineare Fall ge-
zeigt, da er sich vom linearen Fall aus den zu Fig.8,9,12,13 ge-
nannten Griinden nur wenig vom linearen Fall unterscheidet. Aus den
zu Fig.12 bis 15 genannten Griinden erhilt man jetzt ein stédrker
von der Periodizitit abweichendes Schwingungsbild der Ionen, eine
Phasenverschiebung des erzwungenen Anteils der Ionenschwingung
gegeniiber der Elektronenschwingung von nahezu 0° und ein entspre-

chendes Amplitudenverh&dltnis von nahezu gleich 1.




Pig= 175

zum Vergleich mit Fig.5. Gegeniliber Fig.5 wurde hier lediglich
der Parameter fiir die Ionenbeladung verkleinert kY = 0.01 statt
0.1). Die Maximalamplituden sind hier erwartungsgemdf geringer
als in Fig.5, da die nichtlinearen Effekte gegeniiber der ver-
kleinerten linearen Anstiegsrate bereits bei kleineren Amplitu-
den dominant werden. Die Schwebungsperiode und die Zahl der

Kollektivschwingungen pro Schwebungsperiode ist hier groBer als

in Fig.5, weil wegen der geringeren linearen Anstiegsrate (trotz
geringerer Maximalamplituden) mehr Zeit bis zum Erreichen der
Maximalausschlige und fiir den anschlieBenden Abfall der Ampli-

tuden bendtigt wird.

Figives

Ausgehend von Fig.15 wurde hier der Parameter Y fir die Ionenbe-
ladung von O.1 auf 0.3 vergrdBert. Die beim Ubergang von Fig.17
nach Fig.5 sichtbare Tendenz setzt sich hier fort. Die Maximal-
amplituden sind grdBer,und die Schwebungsperiode ist kiirzer als
in Fig.5. Das Schwingungsbild der Elektronen zeigt jetzt starke
Schwebungen, da die erhdhte Ionenriickwirkung auf die Elektronen
hier nicht mehr als klein gegen die Bindung der Elektronen an
das Magnetfeld betrachtet werden kann.

Fig.19:

Der Parameter X wurde gegeniiber Fig.18 auf 1.75 vergrdBert. Der
Vergleich mit Fig.18 zeigt eine Zunahme der Maximalamplituden,
obwohl beim iUlbergang von Fig.18 nach Fig.19 die lineare Instabi-
1itdt gemdB Fig.2 schwdcher wird. Der Effekt kann dhnlich wie

bei Fig.11 mit Xeff < X erklidrt werden.

Fig.20:

Da die linearen Anstiegsraten mit Y zunehmen, sind wegen Xeff ¢
(vgl. Beschreibung zu Fig.11 und Fig.19) die groB8ten Maximalam-
plituden in der Umgebung des rechten Randes des linearen Instabi-
litdtsgebietes der Fig.1 fiir groBe Y-Werte zu erwarten. Wie Fig.
20 dazu zeigt, ergibt sich z.B. bei Y = 0.35 (und X = 1.75) eine

fast explosiv einsetzende Instabilitdt, die einen Verlust der




Ionen andeutet. Dieser Fall ist auch in /9/ abgebildet. Einige
Zeit nach dem Einsetzen der Instabilitdt fihrt die groBe Ent-
fernung zwischen Ionen und Elektronen praktisch zum Verschwinden
der nichtlinearen Wechelwirkung. Man erkennt dies daran, daB die
von der Instabilitdt angestoBenen starken kollektiven Betatron-
schwingungen der Elektronen anschlieBend nahezu gleichfdrmig

harmonisch verlaufen.

Fig.21:

zZum Vergleich mit einem in /4/ angegebenen Berechnungsbeispiel.
Die radiale Fokussierung des Magnetfeldes ist hier gleich Null
gesetzt (vr = 0). Die Werte von Q1 = Qi = 0.355 und n = 1 ent-
sprechen dem in /4/ gezeigten Beipiel. Die zu Fig.21 gehdrende

X,Y Position kann wegen Ve T O in Fig.2 nicht direkt angegeben
werden. Das in /4/ gezeigte Ergebnis und Fig.21 sind einander

sehr dhnlich, obwohl sich beide Fdlle bezliglich der Annahmen

iiber die Wechselwirkungskraft und die Anfangsbedingungen voneinan-

der unterscheiden.

Fig.22, 23, 24:

Hier wurde angenommen, daB X und n sich linear mit der Zeit d&dn-
dern und dabei den in Fig.2 eingezeichneten Durchgang durch das
Instabilitdtsgebiet erzeugen. In Fig.2 und im folgenden Text be-
deutet der Index a den Anfang und der Index e das Ende eines
solchen tUbergangs. Die ab Fig.22 vom Plotter eingeschriebenen
Daten beziehen sich auf den Anfang. Die zwei kleinen Pfeile senk-
recht auf der Abszisse bezeichnen die Ein- bzw. Austrittszeit in
den bzw. aus dem linearen Instabilit&tsbereich. Die gewdhlte Feld-

indexdnderung ist n-n, = —1.95><‘IO_2

(was Q. = Qqgr Q45 = Q4 O
gibt). Die drei F&dlle unterscheiden sich nur durch die Zeitdauer
des Ubergangs. In Fig.22 erfolgt der Ubergang in der Zeit von 650
Elektronenumliufen, in Fig.23 bzw. Fig.24 wurde die Ubergangszeit
um den Faktor 2 bzw. 4 grdBer angenommen (im Experiment erfolgt
der Ubergang im allgemeinen langsamer als in Fig.24). In den

drei Fdllen hdngt die erreichte Endamplitude offenbar nur wenig
von der Ubergangszeit ab, und die Ionenamplituden nehmen mit der
zeit fast monoton zu. An Fig.23,24 fillt auf, da8 im Gegensatz zu

den fiir konstante Parameter erhaltenen Ergebnissen die Phasenver-




schiebung zwischen der kollektiven Elektronen- und Ionenschwin-
gung im linearen Instabilitdtgebiet (zwischen den beiden Pfeilen
auf der Abszisse) und sogar auch noch rechts davon ziemlich genau
bei 180° liegt. Bei konstanten Parametern lag dagegen die Phasen-
verschiebung im Instabilitdtsgebiet (wenigstens im Zeitmittel)
bei 90° und rechts vom Instabilitdtsgebiet nahe bei o° (vgl.Fig.
5,6 und 14,15,16). Ferner steigt insbesondere die Ionenamplitude
auch nach dem Verlassen des Instabilitédtsgebietes (zweiter Pféil

auf der Abszisse) weiterhin an.

Die 18OO—Stabilisierung im Instabilitdtsgebiet kann eventuell da-
durch erklirt werden, daB durch das instabile bzw. adiabatische
Anwachsen der Amplituden (adiabatisch wegen der zeitlich abfal-
lenden Kollektivfrequenz der Elektronen) die Ionenfrequenz auf
Grund der nichtlinearen Kopplung zun#dchst zeitlich noch schneller
abfillt als die Kollektivfrequenz der Elektronen. Dadurch wird
die anfdngliche 90°-Phasennacheilung der Ionen nach wenigen Kol-
lektivschwingungen auf etwa 180° vergrOBert. Bei 180° kann jedoch
aus den zu Fig.5 genannten Griinden bzw. wegen der zeitlichen Sym-
metrie kein weiteres Anwachsen der Ionenamplituden und demgemdnR
auch keine nichtlineare Frequenzidnderung der Ionen stattfinden.
Dies hat zur Folge, daB jetzt der Frequenzabfall der Elektronen
{iberwiegt und somit eine Gegentendenz erzeugt wird, welche die
Phasennacheilung der Ionen wieder zu vermindern versucht. Als
Folge beider einander entgegenwirkenden Tendenzen entsteht die
beobachtete Phasenstabilisierung nahe bei 180o und das nicht ex-

ponentielle Anwachsen der Amplituden.

DaB die Ionenamplituden nach dem Verlassen des Instabilitdtsge-
bietes weiterhin anwachsen, ist z.T. wegen der mehr oder weniger
adiabatisch bedingten Amplitudenzunahme und wegen des Fehlens
energieverzehrender Dampfungsmechanismen versténdlich1). Auch das
zu Fig.11 erwdhnte 'Hdéngenbleiben' im Instabilitdtsbereich diirfte
teilweise wirksam sein. Die 180°—Stabilisierung rechts vom Insta-
bilitdtsgebiet der Fig.2 ist in gewisser Hinsicht dhnlich wie bis-

her erklirbar: Bei einer Phasennacheilung der Ionen gegeniiber der

1 Wegen der nichtlinearen Amplitudenbegrenzung kann die Bezeich-
nung 'adiabatisch' hier natilirlich nur mit Vorbehalt benlitzt werden.




kollektiven Elektronenbewegung von weniger als 180° erfolgt

iber die kollektive Elektronenbewegung Energieeinkopplung in die
Tonenschwingung und als Folge davon der Reihe nach eine Ampli-
tudenzunahme, eine nichtlinear bedingte Frequenzverminderung

und damit eine ErhdShung der Phasennacheilung der Ionen. Bei

mehr als 180° Phasennacheilung erfolgt Energieauskopplung aus
der Ionenschwingung und als Folge davon eine Amplitudenabnahme
usw., d.h. wiederum eine Korrektur der Phasennacheilung auf 180°
hin.

Fig.25, 26:

Hier &dndern sich X,Y und n linear mit der Zeit zwischen den An-
fangswerten Xa = 0.23, Ya = 0.028,na = 0.06 und den Endwerten

Xe = 3.1, Ye = O.12,ne = 0.03. Die zwei Fidlle unterscheiden sich
nur durch die Ubergangszeit zwischen den Anfangs- und Endwerten.
Die Anfangs- und Endwerte von X und Y entsprechen dem in /8/,
Abb.19 angenommenen tUbergang. Da der Ubergang in den oben genann-
ten Parametern hier linear vorausgesetzt wurde, entsteht im loga-
rithmischen MaBstab die eingezeichnete etwas gekriimmte Ubergangs-
kurve. Wie (durch hier nicht gezeigte) Vergleichsrechnungen fest-
gestellt wurde, scheint der spezielle Verlauf dieser Kurve (bei
unveridnderten Anfangs- und Endwerten) die erreichten Endamplituden
nur unwesentlich zu beeinflussen, wenigstens flir experimentell
relevante Ubergangszeiten (mehrere tausend Elektronenumldufe) . Das
Gleiche gilt, wie man durch Vergleich von Fig.25 mit Fig.20

sieht, auch fiir die Abhdngigkeit von der Ubergangszeit (bei groBen
tibergangszeiten) . Die Hiillkurve der Schwingungen wird bei wachsen-
der Ubergangszeit zunehmend gleichmdBiger. Wenn der ibergang ge-
niigend langsam erfolgt, besteht in jedem Zeitintervall ein nahezu
'quasistationdrer' Schwingungszustand, der fast nur von den Momen-
tanwerten der Parameter und kaum mehr von deren Vorgeschichte ab-
hdngt (vgl.auch Text zu Fig.28 und 29).

Fig.27:

zum Vergleich mit Fig.25. Gegeniiber Fig.25 wurde nur die Anfangs-
amplitude auf Ao = 0.01 verkleinert. Wie man sieht,wird die Hiill-

kurve bei Verminderung der Anfangsamplitude AO ungleichmédBiger.




Dieser Effekt hingt vermutlich damit zusammen, daB bei sehr
kleinen Anfangsamplituden und nach dem Uberschreiten der linken
Grenze des linearen Instabilitdtsgebietes der Fig.2 die nicht-
lineare Amplitudenbegrenzung nicht sofort spiirbar wird. Es ver-
geht ein endliches Zeitintervall, bis Amplituden entsprechender
GréBe erreicht werden. In dieser Zeit werden jedoch andernteils
Punkte auf der Ubergangskurve erreicht, fiir welche die lineare
Anwachsrate bereits deutlich iiber Null angestiegen ist. Das da-
durch bewirkte verzdgerte, aber umso heftigere momentane An-
wachsen der Schwingungen kann dann zu einem 'iberschwingen' fiih-

ren, dhnlich wie es in Verbindung mit Fig.5 beschrieben wurde.

Fig.28, 29:

Hier wurde bei dem in Fig.5 gezeigten Ubergang die zeitliche An-
derung der Parameter einmal im Instabilitidtsgebiet (Fig.28), das
andere Mal rechts vom Instabilitidtsgebiet (Fig.29) gestoppt bzw.
'eingefroren'. Der Stop-Zeitpunkt ist auf der Ubergangskurve der
Fig.2 und auf der Abszisse von Fig.28 und 29 durch Kreuze gekenn-
zeichnet. Die nach dem Stop-Zeitpunkt sich einstellenden Schwe-
bungen sind relativ schwach, besonders, wenn die Parameterdnde-
rung erst nach dem Durchlaufen des Instabilitdtsgebietes abge-
stoppt wird. Hier nicht gezeigte Vergleichsrechnungen lassen fer-
ner erkennen, daB die Modulationstiefe dieser Schwebungen, die
man in gewisser Hinsicht als MaB fiir die noch vorhandene 'Nicht-
Adiabasie'1) des Ubergangs ansehen kann, bei VergrdBSerung der
{ibergangszeit abnimmt. Dies scheint zu zeigen, dap die Hillkurve
der Ionenschwingungen (und auch der Elektronenschwingungen) bei
extrem langsamen Ubergdngen sich der Hiullkurve stationédrer
schwebungsfreier LOsungen des Differentialgleichunssystems (9,10)
anndhert, die jeweils konstanten Parametersidtzen fir Punkte der

tibergangskurve entsprechen.

Die Ergebnisse zeigen, daB es zu zeitlich konstanten Parameter-
sitzen, die festen Punkten auf der Ubergangskurve entsprechen,
jeweils wenigstens eine stationdre bzw. schwebungsfreie LOsung
von (8,9) zu geben scheint. Die langsame zeitliche Parameterdnde-
rung scheint unter hier offenbar zutreffenden Voraussetzungen
weiterhin auch ein einfaches Mittel zu sein, um solche Losungen

aufzufinden.




4. SchluBbemerkung

Als besonders auffallendes Ergebnis aller mit dem (durch die
Gleichungen (1,2) beschriebenen Ring-Modell durchgefiihrten Rech-
nungen hat sich gezeigt, daB auch bei nichtlinearer Begrenzung
des instabilen Anwachsens der Elektronen-Ionen Schwingungen die
erreichten kollektiven Ionenamplituden im allgemeinen grdBer

sind als die Kollektivamplituden der Elektronen (&hnlich wie im
linearen Fall). Dies gilt besonders auch fiir die vom Experiment
her gesehen realistischeren Rechnungen mit zeitabhdngigen Para-
metern (ab Fig.22). Beim Durchgang durch das experimentell rele-
vante Instabilitidtsgebiet der linearen radialen Elektronen-Ionen
Dipolresonanz zeigte sich hier, daB ein nichtlinearer Phasensta-
bilisierungseffekt auch nach dem Verlassen des Instabilitdtsge-
bietes (in Richtung v, 1) zum weiteren Anwachsen der Amplituden
fiihren kann. Die erhaltenen Ergebnisse miissen jedoch unter den in
der Einleitung genannten Vorbehalten gegeniiber dem beniitzten noch

sehr einfachen Ring-Modell gesehen werden.

In Zusammenarbeit mit Herrn Dr. I. Hofmann wurde inzwischen mit
der numerischen Untersuchung eines verfeinerten Ring-Modells be-
gonnen. Im Vergleich mit dem hier beschriebenen Modell kommt das
neue Modell der Wirklichkeit insofern ndher, als es nicht nur
einen azimutal lokalen Schwerpunkt jeweils fiir die Elektronen und
Ionen enthilt, sondern jeweils mehrere solcher Schwerpunkte. Uber

entsprechende Ergebnisse wird an anderer Stelle berichtet.

Fiir gute Zusammenarbeit und wertvolle Diskussionen im Zusammen-—
hang mit der gemeinsamen Weiterfilihrung dieser Arbeit in Richtung
auf ein verfeinertes Ring-Modell danke ich Herrn Dr. Hofmann.
Herrn Professor Schliiter danke ich dabei filir wertvolle Anregungen,
besonders auch auf dem Gebiet der Numerik. Fiir nlitzliche Diskus-
sionen danke ich neben anderen Kollegen insbesondere auch Herrn
Dr. Andelfinger und Herrn Dr. Merkel. Herrn Springmann danke ich

fiir numerische Auswertungen und Herrn Birkmeier flir Zeichenarbei-

ten.




5. Anhang 1

Fiir die erste Auswertungsmethode von (9,10) wird angesetzt:

N . ;

uvE Q1 i {an(r)eln(¢_r)+a;(T)e_ln(¢-T)} (23)
n=0
N ing .. s, —ing

v = Qi T {bn(r)e +bﬁ(T)e } (24)
n=0

V = (1/2)ln(1+(u—v)2) (25)

wobei (¥*) den konjugiert komplexen Wert bezeichnet. Mit dem durch
(25) definierten normierten Wechselwirkungspotential V k&nnen die
Wechselwirkungsterme in (9) bzw. (10) formal einfacher durch
Q%BV/au bzw. Qiav/av dargestellt werden. Setzt man (23,24) in
(9,10) ein, dann erhdlt man nach Auswertung von (11,12), Multi-
plikation der entstehenden Gleichungen mit exp(-in(¢-1)) bzw.
exp(-in¢) und Integartion iliber ¢ von O bis 27 bei festgehaltenem

T das Gleichungssystem:

2T

én+v;an+(Q1/2ﬁ).f(BV/Bu)e—in(¢_T)3¢ =10 (26)
(@]
. 2m ~ing
b_ +(Q,/2m) J (3V/3v)e 3¢ =0 (27)
@]
wobei
n = Oyl 1452 240 iy s N o und
2K ~ing
an(O) — (1/2nQ1)J'u(¢,O)e d¢
;; : (27a)
a_(0) = (1/2nQ1)J'ﬁ(¢,0)e—ln¢d¢
(0]
2m ~ing
b_(0) = (1/21Q;) J v(¢,0)e " ¥ay
O
. 2m, ~in¢
bn(O) = (1/2ﬂQi).fV(¢:0)e d¢

(@]




Die Funktionen u(¢,0) bis ﬁ(¢,0) sind als Anfangs-Bedingungen vor-
zugeben. Real- und Imagindrteil der komplexen Fourier-Integrale
kénnen numerisch ermittelt werden. Damit erh&lt man nach Zerlegung
von (26,27) in 4N reelle Differentialgleichungen 2. Ordnung fir
die Real- und Imagindrteile von a, und bn’ ein Differentialglei-
chungssystem, das mit bekannten Subroutinen numerisch nach Tt inte-
griert werden kann. Dies ergibt den Zeitverlauf von an(r), a;(r),
bn(T) und b;(T), woraus man alle lUbrigen interessierenden zeitab-
hdngigen GroBen, wie z.B. u(¢,t) und v(¢,t) berechnen kann, falls

die Reihen (23,24) geniigend konvergent sind.

6. Anhang 2

Bei der 2. Auswertungsmethode von (9,10) werden direkt die nor-
mierten radialen Auslenkungen u(@,t) und v(®,T) (die als stetige
Funktionen von @ und T behandelt werden) fiir dquidistante Werte

von'® und T im Bereich O £ @ £-27, T 2 O ermittelt.

Das Verfahren wird unter Zuhilfenahme von Fig.1 beschrieben. Fig.
la zeigt den Ring-Zustand zur normierten Zeit T = Bt = mAt, Fig.
1b den Folgezustand im ndchstbenachbarten Zeitpunkt 1 = Tssn &
(m+1) *AT1. Dabei ist At der Integrations-Zeitschritt, und der ganz-
zahlige Index m zdhlt die zuriickgelegten Zeitschritte. Der Ring-
zustand zu einem der Zeitpunkte L wird dadurch beschrieben, daB
man flir dquidistante Werte von @ = (1-1)A@ die dazugehbrenden
Werte von u und v angibt (als Startbedingungen fiir einige m £ 0)
bzw. berechnet (fiir m 2 1). Dabei ist A¢ = 2m/L der durch Wahl
des ganzzahligen Wertes L vorzugebende Azimutschritt und 1 liegt
im Bereich 1 £ 1 £ L. Die Werte von AT und A@ bleiben wdhrend der
Rechnung konstant. Als Verfahrensgriinden werden beide Schritte
gleich groB angenommen, d.h. At = A¢ = A = 2n/L. Der Zeitschritt
At entspricht somit der Zeit, die die Elektronen zur Zuriicklegung
der Winkeldistanz A¢ bendtigen. In Fig.1 ist der durch u(¢,1) und
v(d,T) gegebene Ringzustand flir den Fall L = 7 in zwei aufeinander-

folgenden Zeitpunkten T = T dargestellt. Gerechnet wurde

T
m’ ‘m+1
meist mit L = 32, um pro Zeitschritt eine ausreichend kleine ZAnde-
rung der rechten Seiten von (9,10) zu gewdhrleisten. Bei Rechnun-

gen mit zeitabhdngigen Parametern (vgl. Abschnitt 3, ab Fig.22)




wurde L aus Griinden der Rechenzeitersparnis auf 16 reduziert
(Genauigkeitsverlust in der Gr&dBenordnung von Prozent). Die Ge-
nauigkeit der Azimutabhdngigkeit ist bei L = 32 bereits mehr

als ausreichend, da sie einer Fourier-Entwicklung bis etwa zur

15. Harmonischen entspricht.

la) Zustand zur Zeit T = o 1b) Folgezustand flir 1 = L

Fig.1: Zur Beschreibung des Ringzustandes

Die in Fig.1 an die Kurvenpunkte fiir u (ausgezogen) bzw. v (ge-
strichelt) angeschriebenen Zahlen sind die Indexbezeichnungen der
betreffenden Kurvenpunkte. Die Indices fiir die Punkte von u sollen
nachfolgend mit k und die Indices filir v mit 1 bzeichnet werden,
wobei 1 £k £ L, und 1 £ 1 £ L. Im Zeitablauf soll den gleichen
Teilchen stets der gleiche Index zugeordnet bleiben. Wie in Fig.
1a und 1b gezeichnet, verschiebt sich deshalb ein bestimmter In-
dex k wegen der Azimutalbewegung im Zeitablauf fir jeden Zeit-
schritt um einen Azimutschritt nach rechts, wdhrend ein bestimm-
ter Index 1 stets dem gleichen Azimut ¢ zugeordnet bleibt. Dabei
indert sich, wie in Fig.1 angedeutet, im allgemeinen auch der
Ringzustand, die ¢-Abhingigkeit von u und v. Flir t = O werden die
Punktmuster fir u und v kongruent beziliglich ¢ angenommen. Wegen

At = A besteht Kongruenz dann auch filir die lbrigen Zeitpunkte o




Soweit ndtig, sind Indices nachfolgend gemdB O - L, L+1~>1,
1 > L - 1, usw. auf ihren Definitionsbereich ricklibertragen zu
denken, ohne daB dies extra angegeben wird. GemdB dem Vorherge-

henden sei (m ganzzahlig) :

T = meA

>
I

21 /L
. . (e) . - - (1)
Ferner sei ¢k o der Azimut des k-ten u-Kurvenpunktes und ¢l -
14 ’
der Azimut des l-ten v-Kurvenpunktes. Damit gilt nach dem Vorher-

genden zur Zeit e

(e) _ B . _

¢k,m = (m+k-1)A; k =1, 2, e pi L (29)
(1) _ _ . _

¢1,m = (1-1)4; 1 =15 .2, msap 4 (30)

7u gegebenem m und k hat somit der v-Kurvenpunkt mit dem Index
1 =m+Xk (31)

die gleiche momentane azimutale Postion wie der u-Kurvenpunkt mit
dem Index k. Umgekehrt hat zu gegebenem m und 1 der u-Kurvenpunkt

mit dem Index:
k=1-m (32)

die gleiche azimutale Position wie der v-Kurvenpunkt mit dem In-
dex 1. Analog zu den Azimutbezeichnungen werden die Bezeichnungen

und Vv fiir die Kurvenpunkte in Fig.1 eingefiihrt. Dann kann

u
k,m 1,m
mit (31,32) das Gleichungssystem (9,10) fir die diskreten Zeit-

punkte L auch so geschrieben werden:

—) 2 e -2 = = 2
k,m vZew =03 (0 Voo, m! /O 0 0 Vi, m! ) (33)

. _ -n2 e o 2
v B Qi(vl,m ul—m,m)/(1+(vl,m ul—m,m) ) (34)

wobei: k =1, 2, 3, «e., L; L =1, 2, 3, «.., L




Dies sind 2L verschiedene Gleichungen zur Bestimmung der Radial-
beschleunigung der 2L Kurvenpunkte in den Zeitpunkten Tt = Tn® Die
Gleichungen (33,34) sind natirlich nur fiir ganzzahlige m-Werte
definiert, weil jeweils nur dann Elektronen- und entsprechende
Ionenschwerpunkte gleiche Azimutalpositionen einnehmen. Das be-
deutet aber keine Einschrdnkung fiir die Zeitintegration von (33,
34) und damit auch von (9,10), da genaue Schrittverfahren bekannt
sind, fir die man keine Zwischenwerte bendtigt. Das Gleichungs-
system (33,34) kann abgekiirzt in folgender Form geschrieben wer-
den:

o= £(y,Ty) (35)

wobei Y bzw. fm die Vektoren, gebildet aus den uk,m und Vl,m
bzw. den zugehdrigen rechten Seiten von (33,34) bezeichnet. Der
als explizites Argument von f auftretende Zeitparameter 3%, soll
andeuten, daB man die Parameter Vs Q1 und Qi in (33,34) gege-

benenfalls auch zeitabhdngig annehmen kann.

Fiir die numerische Integration wurde das folgende Predictor-

Corrector-Schema beniitzt /6/ 2):
~ _ _ 2 .
et = poq Yoyt (487730 (Bt g+ o) (36)
ym+1 = 2ym-ym—1+(A2/12)(fm+1+10fm+fm—1), (37)

wobei fm f(ym,rm) und fm = f(?m,rm).

Um das Verfahren zu starten, miissen auBer den 'Anfangsbedingun-
gen' Y und Yiq auch noch Y_, und Y_s verfligbar sein. Dazu mufB
der Ringzustand fiir T £ O bekannt sein bzw. vorgegeben werden.
Den experimentellen Gegebenheiten entsprechend ist es sinnvoll,
dazu eine endliche Anfangsstdrung vorzugeben, die noch im linea-

ren Bereich der Wechselwirkungsterme von (9,10) liegt. Andernteils

2) Ein demgegeniiber weniger zeitaufwendiges Verfahren (vgl.Mt1l.
Mittlg., IPP, Nr.84) kam bei den hier durchgefiihrten Auswer-
tungen noch nicht zur Anwendung.




muB diese St&rung geniligend groB sein, damit im Falle einer Insta-
bilitdt das nichtlineare Regime nach einer geniligend kleinen Zahl

von Integrationsschritten erreicht wird. Dies setzt auch voraus,

daB die in der linearen Theorie und experimentell als instabili-

tdtsanfdllig bekannte Schwingungsmode Ao-cos(¢-(1—vr)-T+6) (AO =

Anfangsamplitude, 8§ = Phasenwinkel) jedenfalls schon in der An-

fangsstdrung mit ausreichender Intensitdt vertreten sein muB.

Da die spezielle Wahl des Phasenwinkels unwesentlich ist, wird

als Anfangsstdrung flir die Elektronen angesetzt:

= . o - - - ss S
uk,m AO cosAs( (m+k=1)-(1 vr)m), fir m 0 (38)
Flir die gezeigten Auswertungen wurde meist Ao = 0.1 gesetzt, was

zusammen mit der folgenden Gleichung (39) noch geniligend lineare
Startbedingungen ergibt.

Fiir die Ionen wird die Anfangsstdrung zu Null angenommen, d.h.:
v =0 fir m £ O (39)

Die Startbedingungen (28,29) entsprechen dem Fall, daB ein an-
fdnglich im Gleichgewicht befindlicher Ring eine zundchst nur
den Elektronen erteilte Kollektivstdrung erfdhrt oder daB Ionen
in einem schon gestdrten Elektronenring zur Zeit 1 £ O im Mittel
in der Gleichgewichtslage gebildet werden. Dabei wdre in (38)

2,~2y1/2
V. genauer durch (vr+Q1)

zu ersetzen, wie man aus (9) mit

v = O erkennt. Da es bei der Anfangsstdrung jedoch nur auf geni-
gende Pridsenz (nicht auf die Reindarstellung) der instabilitdts-
anfdlligen Mode ankommt, ist dieser Unterschied unwesentlich. Die
zum Start von (36,37) erforderlichen Werte fir Yori¥iq% y_2, Y_37

o
aus (38,39). Auf ein spezielles Runge-Kutta-Startverfahren kann

£L 7 EEY7 f_2 erhdlt man hier mit hinreichender Genauigkeit direkt
im vorliegenden Fall verzichtet werden.
zur Integrationsfehlerabschidtzung wird der Abbrechfehler des

Correctors (37) verwendet. Nach /6/ gilt fiir die Gr&Benordnung
des Abbrechfehlers €4 pro Zeitschritt:




e, * 78y (®) /240 ' (40)
Dabei ist y(6) die totale 6. Ableitung von u oder v nach T1. Nimmt
man zur Abschdtzung u bzw. v = A cos(r-(1—vr)T) an (und A = const),
(6)

dann erhdlt man fiir Vs # 1 maximal vy ~ A. Fir den Absolut-

fehler €1, Pro Elektronenumlauf (L Schritte) erhdlt man damit aus
(26,40):

e. < A+ (L/240) - (27/L)° (41)

L

Die rechte Seite von (41) entspricht dem Grenzfall, daf die Fehler

sich von Schritt zu Schritt ohne Kompensation aufsummieren.

Mit L = 16 ergibt sich dann €r, < 2.4X1O_4-A. Da die Integrations-

variablen im vorliegenden Fall oszillieren, gilt dies auch fir
y(6), so daB die einzelnen Abbrechfehler sich in der Gesamtwirkung
weitgehend kompensieren. Daher wird €r, im vorliegenden Fall weit
unterhalb der angegebenen Schranke bleiben. Bei dem vorliegenden
Integrationsverfahren sind somit bis zur Gr&Benordnung von wenig-
stens 1O3 Elektronenumldufen hinreichend genaue Ergebnisse zu er-

warten.

Im Vergleich mit der am Ende von Abschnitt 2 beschriebenen
Fourier-Methode ist das beniitzte Predictor-Corrector-Verfahren
nicht nur wegen des geringeren Rechenzeitbedarfs, sondern vermut-
lich auch hinsichtlich der Rechengenauigkeit vorzuziehen. Bei der
numerischen Integration von (26,27) wiirde ndmlich als zusd&dtzlicher
Fehler in jeden Zeitschritt auch die mit der numerischen Berech-

nung der Fourier-Integrale verbundene Ungenauigkeit mit eingehen.
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